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CAPITOLO 10
La trasformata di Fourier
10.1 La trasformata di Fourier in L1(RN)
Daremo ora una introduzione alla teoria della trasformata di Fourier, enunciando
le sue principali proprieta`. Tale trasformata, introdotta dal matematico francese
Joseph Fourier (1768-1830), ha consentito di risolvere numerose equazioni diffe-
renziali della fisica matematica ed e` utilizzata nella teoria dei segnali continui. La
sua versione discreta, cioe` per successioni invece che per funzioni, e` stata partico-
larmente utilizzata dopo l’introduzione, negli anni ’60, della Trasformata di Fourier
Rapida (FFT).
Definizione 10.1.1. Sia u ∈ L1(RNx ) (u funzione reale o complessa); la sua trasfor-




e−2πix·ξ u(x) dLN (x) ;
chiaramente û(ξ) e` ben definita per ogni ξ e per la disuguaglianza di Ho¨lder si ha
‖û‖∞ ≤ ‖u‖1.
Il moltiplicatore e−2πix·ξ si chiama carattere.
Osservazione 10.1.2. La trasformata di Fourier
̂ : L1(RNx )→ L∞(RNξ )
e` lineare e continua (anzi Lipschitziana).
Nel seguito indicheremo la trasformata di Fourier di u anche con il simbolo Fu.
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Osservazione 10.1.3. In generale, assumendo u ∈ L1(RNx ) o u ∈ C∞0 (RNx ), non e`
vero che û ∈ L1(RNξ ).
Infatti, siaN = 1 e u(x) =χ
[−1,1]
(





per ξ 6= 0
2 per ξ = 0 .
Evidentemente û e` limitata, continua in R ed e` infinitesima all’infinito (queste pro-
prieta`, come vedremo, valgono per le trasformate di Fourier di tutte le funzioni
sommabili).
Osserviamo che, invece, la trasformata di Fourier û /∈ L1(Rξ).
Osservazione 10.1.4. Nel caso N = 1, tenendo presente che l’integrale su R di una
funzione dispari e` nullo, si ottengono le seguenti proprieta`:
(i) Se u ∈ L1(Rx) e` pari, allora û e` pari;
(ii) Se u ∈ L1(Rx) e` dispari, allora û e` dispari;
(iii) Se u ∈ L1(Rx) e` reale e pari, allora û e` reale e pari;
(iv) Se u ∈ L1(Rx) e` reale e dispari, allora û e` immaginaria pura e dispari.
Proposizione 10.1.5. Se u, v ∈ L1(RNx ) allora (u ∗ v)̂ = û v̂
(F stabilisce un omo-




Dimostrazione. Si tratta di un’applicazione del teorema di Fubini:
(u ∗ v)̂ (ξ) =
∫
RNx




















e−2πiy·ξv(y) dLN (y) = û(ξ) v̂(ξ).
10.2 La classe di Schwartz S(RN) (delle funzioni a de-
crescenza rapida all’infinito)
Il modo piu` semplice di sviluppare le altre proprieta` basilari della trasformata di
Fourier e` di considerare la sua restrizione alla classe (densa in L1(RN )) di Schwartz
S(RN ).
Proveremo che se u ∈ S(RN ) (ampliamento di C∞0 (RN )) allora û ∈ S(RN ).
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Definizione 10.2.1.
u ∈ S(RN ) ⇐⇒ u ∈ C∞(RN ) ∧ sup
x∈RN
∣∣xαDβu(x)∣∣ < +∞ ∀α, β ∈ NN0 .




N ) $ S(RN ) ,




(x ∈ RN )
e` tale che
u ∈ S(RN ) \ C∞0 (RN ) .
Proposizione 10.2.3. Se u ∈ S(RNx ), allora û ∈ C∞(RNξ ) e
Dβξ û(ξ) = v̂(ξ) ∀β ∈ NN0 , ∀ ξ ∈ RN ,
dove v(x) = (−2πix)β u(x).
Dimostrazione.





e−2πix·ξu(x) dLN (x) =
∫
RN
(−2πix)βe−2πix·ξu(x) dLN (x) = v̂(ξ)
dove
v(x) = (−2πix)β u(x) .
Proposizione 10.2.4. Se u ∈ S(RNx ), allora
(Dβxu)̂ (ξ) = (2πiξ)
β û(ξ) ∀β ∈ NN0 , ∀ ξ ∈ RN .
Dimostrazione. Si integra per parti (Dβxu)̂ (ξ) e si osserva che “i termini di frontiera”
si annullano poiche´ u e le sue derivate appartengono a S(RNx ).
Osservazione 10.2.5. Questa proprieta` consente di trasformare problemi differen-
ziali in problemi algebrici.
Proposizione 10.2.6. Se u ∈ S(RNx ), allora û ∈ S(RNξ ).
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Dimostrazione. Per la Proposizione 10.2.3 û ∈ C∞(RNξ ), sicche´ resta da provare che
sup
ξ∈RN
∣∣∣ξαDβξ û(ξ)∣∣∣ < +∞ ∀α, β ∈ NN0 .

















= v̂(ξ) ∈ L∞(RN )





ogni α e β.













segue che ξαDβξ û(ξ) e` limitata per ogni α e β.
Lemma 10.2.7. (Lemma di Riemann-Lebesgue)
Se u ∈ L1(RNx ) allora û ∈ C0(RNξ ) ∩ L∞(RNξ ) e
lim
|ξ|→+∞
û(ξ) = 0 .
Dimostrazione. Il lemma e` vero se u ∈ S(RNx ). Se u ∈ L1(RNx ), poiche´ S(RNx ) e` un
sottospazio denso di L1(RNx ), esiste (uj) ⊂ S(RNx ) tale che uj → u in L1(RNx ). Allora
ûj ⇒ û (poiche´ ‖ûj − û‖∞ =
∥∥∥ûj − u∥∥∥∞ ≤ ‖uj − u‖1) e la tesi segue immediata-
mente.
Esempio 10.2.8. (La trasformata della funzione gaussiana)
Sia ua(x) = e





Dimostrazione. Introdotto il cambiamento di variabili
x→ x√
a
possiamo assumere a = 1. Per il teorema di Fubini abbiamo
(
indicato per sempli-














(−2πixjξj − πx2j) dL 1(xj),
ed e` quindi sufficiente provare che il j-esimo fattore nel prodotto e` uguale a exp
(−πξ2j );
pertanto basta considerare il caso N = 1.





dLN (x) = 1;
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infatti, osservato che
exp









si ha, per il teorema di Fubini, IN = (I1)





E` allora sufficiente provare che I2 = 1. Introdotte in R2 le coordinate polari





















r dL 1(r) = 1 .
La premessa e` dunque provata.
Torniamo alla prova dell’esercizio.




















sen(2πxξ) dL 1(x) = 0







cos(2πxξ) dL 1(x) .




(−2πx) e−πx2 sen(2πxξ) dL 1(x)
e integrando per parti∫
R



















log |û(ξ)| = −πξ2 + c
















Proposizione 10.2.9. Se u, v ∈ L1(RN ), allora vale la formula∫
RN
u(x) v̂(x) dLN (x) =
∫
RN
û(y) v(y) dLN (y).
Dimostrazione. Per il teorema di Fubini∫
RN












û(y)v(y) dLN (y) .
Definizione 10.2.10. Per u ∈ L1(RNx ), definiamo inRN la funzione u∨ ponendo per








Teorema di inversione della trasformata di Fourier in S(RNx )
)





e2πix·ξ û(ξ) dLN (ξ) .
Pertanto ∨ e` l’inversa di ̂ (nel seguito indicheremo anche con F−1 l’inversa di F).
Dimostrazione. Sia ε > 0 e poniamo, per ogni fissato x ∈ RN ,
Φε(ξ) = e
2πix·ξ−πε2|ξ|2 ∀ ξ ∈ RN .
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Si ha, per la Proposizione 10.2.9,∫
RN
e2πix·ξ−πε
2|ξ|2 û(ξ) dLN (ξ) =
∫
RN


















2|ξ|2 dLN (ξ) = ε−N e−π |y−x|
2






Per il teorema di approssimazione dell’identita` (essendo u continua e limitata in
RN ), osservato che
∫
RN
ϕε(z) dLN (z) = 1,
∀x ∈ RN (ϕε ∗ u) (x) −−−−→
ε→0+
u(x) .
D’altra parte, per il teorema della convergenza dominata, essendo
û ∈ S(RNξ ) ⊂ L1(RNξ ) ,
per ogni x ∈ RN si ha∫
RN
e2πix·ξ−πε




e2πix·ξû(ξ) dLN (ξ) = (û)∨(x).
Osservazione 10.2.12. Il teorema di inversione di Fourier vale piu` in generale per
le u ∈ L1(RNx ) che siano anche di classe L∞(RNx ) ∩ C0(RNx ) con û ∈ L1(RNξ ).
Teorema 10.2.13. (Formula di Parseval)
Siano u, v ∈ S(RNx ), allora∫
RN
u(x) v(x) dLN (x) =
∫
RN
û(ξ) v̂(ξ) dLN (ξ),
(dove v indica la funzione complessa coniugata di v).
Dimostrazione. Per il teorema di inversione di Fourier∫
RN
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Osservazione 10.2.14. (Identita` di Parseval)
Se u = v ∈ S(RNx ) si ha
‖u‖2 = ‖û‖2 .
Corollario 10.2.15. La trasformata di Fourier F : S(RNx ) → S(RNξ ) e` una isometria(
relativa alla metrica di L2(RN )
)
del sottospazio denso S(RNx ) di L2(RNx ) su S(RNξ ),
di periodo 4.
Dimostrazione. F : S(RN )→ S(RN ) e` di periodo 4, cioe`
(F4u)(x) = u(x) ∀x ∈ RN ;




e−2πix·ξ(Fu)(ξ) dLN (ξ) = u(−x)
e quindi
(F4u)(x) = (F2u)(−x) = u(x).
Da cio` si deduce che F e` suriettiva; infatti fissato v ∈ S(RN ) esiste F3v ∈ S(RN )
tale che
F(F3v) = v.
Inoltre dal teorema di inversione di Fourier si ha
û = 0 =⇒ u = 0 ,
e quindi F e` iniettiva.
F e` continua per il teorema del grafico chiuso e tale e` F−1 = F3.
10.3 La trasformata di Fourier in L2(RN)
Per definire la trasformata di Fourier in L2(RNx ) usiamo la tecnica del prolunga-
mento per continuita` della trasformata di Fourier su S(RNx ). Cio` e` possibile per la
densita` di S(RNx ) in L2(RNx ) e per la validita` della formula
‖u‖2 = ‖û‖2 per u ∈ S(RNx )
(osserviamo, per inciso, che per la normaL1(RNx ) tale formula non e` valida e quindi
non si puo` definire la trasformata di Fourier in L1(RNx ) con la tecnica del prolun-
gamento per continuita`. Tuttavia, come abbiamo gia` visto, per u ∈ L1(RNx ) si puo`
definire direttamente la trasformata di Fourier).
Se u ∈ L2(RNx ), esiste (un) ⊂ S(RNx ) tale che
lim
n→+∞
‖un − u‖2 = 0 .
Dall’identita` di Parseval in S(RNx ) si ha
‖ûn − ûm‖2 =
∥∥∥ ̂un − um∥∥∥
2
= ‖un − um‖2 −−−−−−→n,m→+∞ 0 ,
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pertanto (ûn) e` di Cauchy in L
2(RNξ ) e quindi convergente in L
2(RNξ ).





Φu e` ben definita
(
e` indipendente dalla scelta della successione (un)
)
.







e−2πix·ξ un(x) dLN (x) ,
dove (un) ⊂ S(RNx ) e limn→+∞ ‖un − u‖2 = 0, e` lineare.
L’identita` di Parseval vale in L2(RN ) poiche´
‖Φu‖2 = limn→+∞ ‖ûn‖2 = limn→+∞ ‖un‖2 = ‖u‖2 .
Questo implica che Φ e` una trasformazione iniettiva di L2(RNx ) in L
2(RNξ ), ed e` una
isometria.
La trasformata inversa di Fourier ∨ si estende allo stesso modo da S(RN ) a L2(RN ).







e2πix·ξ un(ξ) dLN (ξ) ,



















Quindi Φ e Φ−1 sono isomorfismi isometrici di L2(RNx ) su L
2(RNξ ).
E` cosı` provato il fondamentale
Teorema 10.3.1. (Teorema di Plancherel)
Esiste una isometria Φ di L2(RNx ) su L
2(RNξ ) che e` univocamente determinata dalla
richiesta
Φu = Fu ∀u ∈ S(RNx ) .
Osservazione 10.3.2. Applicando l’identita` di Parseval in L2(RN )
‖u‖2 = ‖Φu‖2
alle differenze un − u si ha che
Φun −−−−−→
n→+∞ Φu in L
2(RN ) se e solo se un −−−−−→
n→+∞ u in L
2(RN ) .
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In particolare, se {Kn} e` una successione crescente di sottoinsiemi compatti diRN
la cui unione sia RN e seχ
Kn
e` la funzione caratteristica diKn, abbiamo per ogni
u ∈ L2(RN )
uχ
Kn


























e−2πix·ξ u(x) dLN (x) = (Φu)(ξ) in L2(RN ) .
Se il primo membro dell’uguaglianza precedente esiste anche nel senso della con-
vergenza q.o., allora esso e` proprio la trasformata (Φu)(ξ).





e−2πixξ u(x) dL 1(x) ;
esso coincide q.o. con il valore (Φu)(ξ) della trasformata di u.
Osservazione 10.3.3. Per concludere osserviamo che contrariamente a quanto ac-
cade in L2(RN ), la trasformata di Fourier in L1(RN ) non e` un isomorfismo isome-
trico di L1(RNx ) su L
1(RNξ ), e la trasformazione inversa di Fourier non puo` essere
sempre definita.
10.4 Distribuzioni temperate
Per definire la trasformata di Fourier di una distribuzione occorre allargare lo spazio
delle funzioni test ad uno spazio che si comporti bene rispetto alla trasformata. Lo
spazio giusto di funzioni test non e` D(RN )ma S(RN ) (D(RN ) $ S(RN )) in quanto
se φ ∈ S(RN ) e φ̂ e` la sua trasformata di Fourier allora φ̂ ∈ S(RN ).
Definizione 10.4.1. Siano (φj) ⊂ S(RN ) e φ ∈ S(RN ). Diremo che φj converge a φ





∣∣xα(Dβφj −Dβφ)(x)∣∣ = 0 ∀α, β ∈ NN0 .
Definizione 10.4.2. Sia T : S(RN ) → C un funzionale lineare. Si dice che T e` una
distribuzione temperata se
∀ (φj) ⊂ S(RN ), φj −−−−→S(RN ) 0 =⇒ T (φj) −→j 0
(cioe` se T e` continuo rispetto alla convergenza in S(RN )).
Lo spazio vettoriale delle distribuzioni temperate si indica con S ′(RN ). Tale spazio
e` il duale topologico di S(RN ).
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Osservazione 10.4.3. Le distribuzioni temperate sono particolari distribuzioni in
RN che all’infinito hanno un comportamento piu` controllato di quanto possa ac-
cadere alla generica distribuzione (classica) e questo consente maggiore generalita`
alle funzioni test.
Inoltre le distribuzioni temperate risultano piu` idonee di quelle classiche per esten-
dere la trasformata di Fourier. In questo modomolte proprieta` della trasformata di
Fourier per le funzioni si trasferiscono alla trasformata di Fourier per le distribuzio-
ni temperate.
Osservazione 10.4.4. Se u ∈ S(RN ) allora, per ogni α, β ∈ NN0 , la funzione x 7→
xαDβu(x) e` sommabile (e limitata). Infatti si ha
∣∣xαDβu(x)∣∣ ≤ |x||α|+2N ∣∣Dβu(x)∣∣
1 + |x|2N
e dalla sommabilita` della funzione
(
1 + |x|2N )−1 segue la sommabilita` della funzio-
ne xαDβu(x).
Proposizione 10.4.5. Ad ogni polinomio e` associata una distribuzione temperata.
Dimostrazione. Sia P (x) =
∑
|α|≤k aαx
α un polinomio. Si ha
|P (x)| ≤ C (1 + |x|k) ∀x ∈ RN
dove C =
∑
|α|≤k aα. Infatti per |x| ≤ 1 risulta |P (x)| ≤ C e per |x| ≥ 1 si ha |x||α| ≤
|x|k . Per l’Osservazione 10.4.4 per ogni φ ∈ S(RN ) il prodotto Pφ e` sommabile.
Possiamo allora considerare il funzionale lineare TP su S(RN ) associato aP definito
da
〈TP , φ〉 =
∫
RN
P (x)φ(x) dLN (x) ∀φ ∈ S(RN ) .
Il funzionale TP e` continuo rispetto alla convergenza in S(RN ). Infatti, se (φj) ⊂
S(RN ) tale che φj −−−−→S(RN ) 0 risulta∣∣∣∣∫
RN
P (x)φj(x) dLN (x)
∣∣∣∣ ≤ C ∫
RN










∣∣(1 + |x|k)φj(x)∣∣→ 0
cioe` 〈TP , φj〉 −→
j
0. Pertanto TP e` una distribuzione temperata.
Ricordiamo che per le distribuzioni classiche risulta L1loc(R
N ) ⊂ D′(RN ), nel senso
che ad ogni u ∈ L1loc(RN ) si associa una particolare distribuzione in D′(RN ). Tale
risultato non vale per le distribuzioni temperate, comemostra il seguente esempio.
Esempio 10.4.6. Risulta ex /∈ S ′(R).








e osserviamo che il supporto di φj e` contenuto in ] − 2j, 2j[. Pertanto
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‖Dqϕ‖∞ → 0 .
Tuttavia ∫
R








Proposizione 10.4.7. Lo spazio C∞0 (R
N ) e` denso in S(RN ), cioe` per ogni u ∈ S(RN )
esiste una successione (uj) ⊂ C∞0 (RN ) tale che uj −−−−→S(RN ) u.






dove η = η(s) e` una funzione di classe C∞(R) uguale a 1 nell’intervallo [0, 1] e nulla
per s > 2. Risulta uj −−−−→S(RN ) u.
Osservazione 10.4.8. Osserviamo che se (ϕj) ⊂ D(RN ) allora
ϕj −−−−→D(RN ) 0 =⇒ ϕj −−−−→S(RN ) 0 .
Infatti, per funzioni a supporto contenuto in un compatto comune la moltiplica-
zione per xβ non ha alcuna influenza sulla convergenza.
Da tale risultato segue che ogni distribuzione temperata, ristretta a D(RN ), e` una
distribuzione classica; si ha cioe` S ′(RN ) ⊂ D′(RN ).
Sussiste inoltre il seguente risultato.
Proposizione 10.4.9. Ogni distribuzione (classica) a supporto compatto (cfr. Defini-
zione 5.5.1) e` anche una distribuzione temperata.




allora u ∈ S ′(RN ), cioe` u e` associata ad una distribuzione temperata.
Dimostrazione. Sia (φj) ⊂ S(RN ) tale che φj −−−−→S(RN ) 0. Osservato che Pφj ⇒ 0

















∣∣∣∣ dLN (x) −→j 0
essendo u/P ∈ L1(RN ). Quindi Tu e` una distribuzione temperata.
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Osservazione 10.4.11. Dalla proposizione precedente segue che ogni funzione “a
crescita lenta”, ossia decomponibile nel prodotto di un polinomio e di una funzio-
ne sommabile, definisce una distribuzione temperata. Tuttavia, una distribuzione
temperata non puo` crescere esponenzialmente, come dimostra l’Esempio 10.4.6.
Si puo` provare il seguente risultato.
Proposizione 10.4.12. Siano (φj) ⊂ S(RN ), φ ∈ S(RN ). Allora se φj −−−−→S(RN ) φ risulta
φ̂j −−−−→S(RN ) φ̂.
Definizione 10.4.13. Sia T ∈ S ′(RN ). La trasformata di Fourier T̂ e` la distribuzione
temperata definita da
〈T̂ , φ〉 = 〈T, φ̂〉 , φ ∈ S(RN ) .
Osserviamo che la definizione e` ben posta essendo T una distribuzione temperata
e φ̂ ∈ S(RN ), in quanto trasformata di una funzione φ ∈ S(RN ); inoltre, per la Pro-
posizione 10.4.12, il funzionale T̂ cosı` definito e` continuo rispetto alla convergenza
in S(RN ) e quindi T̂ e` una distribuzione temperata.
Esempio 10.4.14. Osservato che risulta




si ha δ̂ = 1, cioe` la trasformata di Fourier della distribuzione δ coincide con la
distribuzione associata alla funzione costante di valore 1 che appartiene aL1loc(R
N ).

